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@konomiske parametere og forventete verdier av petroleumsressurser og reserver

Forord

Denne rapporten er basert pa et oppdrag fra Oljedirektoratet. Den viser hvordan en kan
lage anslag pa forventet verdi av gkonomisk utnyttbare olje-og gassreserver. Anslaget
er betinget av at reservene er gkonomisk utnyttbare. Den betingete forventningen av
gkonomisk utnyttbare reserver avhenger av olje- og gasspriser, utvinningskostnader og
geologiske parametre.
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1. Innledning

| en kalkyle av samfunnsgkonomisk utnytting av naturressurser ma en ta stilling til
hvordan en skal handtere usikkerhet. Vi skiller mellom systematisk og usystematisk
risiko. Det er anbefalt av Finansdepartementet & representere alle usikre starrelser med
forventete verdier i samfunnsgkonomiske analyser. For den systematiske risikoen er det
vanlig & ta hensyn til denne risikoen gjennom starrelsen pa renten brukt til ned-
diskontering av fremtidige verdier i prosjektet.

Usikkerheten kan veere knyttet til flere forhold som:

De initiale olje- og gassressursene i et felt

Usikkerhet knyttet til de utvinnbare ressursene stgrrelse etterhvert som en
utvinner ressursen; gode og darlige nyheter etterhvert som ressursene utvinnes
Fremtidige olje- og gasspriser

Kostnadene ved a utvinne reservene. Reservene er de initiale ressursene
fratrukket det som blir igjen av ressursene etter at produksjonen er avsluttet

| det falgende skal vi kun se pa usikkerhet knyttet til oljeressurser og utvinnbare reserver.
Vi viser hva den forventede verdien av initiale ressurser er og deretter hva den
forventede verdien er, gitt en optimal utvinningsplan. Vi viser ogsa hva den betingete og
ubetingete forventingen er av de utvinnbare reservene.

Vista Analyse
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2. Oljeressurser og utvinnbare oljereserver

| fortsettelsen vil vi anta at det er kun tale om oljeressurser. Opplegget vart kan lett
utvides til & omfatte bade olje- og gassressurser. Oljeressurser er de ressursene som
finnes i et felt. Disse ressursene kan i prinsippet utvinnes, men det normale er at etter
utvinningen er fullfart vil det veere gjenveerende ressurser i feltet. Hvor mye som vil veere
igjen, vil avhenge av geologiske forhold, kostnadene ved a utvinne ressursene og
oljeprisene.

De utvinnbare oljereservene er de oljeressurser som det kan lgnne seg & utvinne, gitt
forventede kostnader og priser.

8 Vista Analyse
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3. Forventet verdi av initiale oljeressurser

Anta at de initiale oljeressursene ikke er helt eksakt kjent. En kjenner bare til
sannsynlighetsfordelingen for de initiale ressursene. Denne fordelingen vil normalt veere
skjev til hgyre slik at det er en positiv sannsynlighet, om enn liten, for store ressurser.

La de initiale oljeressursene, Ro, veere uttrykt i en volumstarrelse. Et eksempel pa en
hayreskjev fordeling er en log-normal fordeling, det vil si:

log Ry=u, +¢&,
& ~N(0,0,)

(1) Hy +E Hy+06417
R()zeﬂ fl:e() [}
7~ N(O1)

Her er p, forventningen til log Ro 0g ag er variansen til log Ro. Begge parameterne er
bestemt av geologiske forhold.

Forventningen og variansen! til ressursene da gitt ved

(2) E[R,]=e""? var[R,]=(e” ~D)E[R,] .

Vi merker oss at skjevheten i fordelingen uttrykt ved 0'5 pavirker den forventete verdien

av de initiale ressursene. Jo starre skjevheten er, desto hgyere er den forventete verdien
av ressursene. Videre ser vi at variansen er hgyere, desto hgyere forventningen er.

Figuren nedenfor viser to eksempler pa en log-normalt fordelt variabel. Vi ser at jo
hgyere a§ er, desto hayere er den forventete verdien bade i forhold til median og mode.

Som nevnt ovenfor vil det veere riktig & benytte forventete verdier av de stokastiske
starrelser i samfunnsgkonomiske analyser av olje- og gassprosjekter.

1 Se Vedlegg 1
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Et hovedpoeng i det fglgende er & vise at den forventete verdien av de initiale
ressursene, gitt en gkonomisk optimal utnyttingsplan, er stgrre enn den ubetingete
forventete av de initiale oljeressursene. Vi skal senere ogsa vise hva den forventete
verdien av reservene er, gitt en optimal gkonomisk utnyttingsplan.
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4. Optimal gkonomisk utnytting av
petroleumsressurser: En beslutning under
usikkerhet

Et supplement til at de initiale og samlete ressursene er usikre, er at de fremtidige
ressursene er antatt & veere stokastiske etterhvert som ressursene utvinnes.

La o veere produksjonen pa tidspunkt t. Vi antar at ressursene avtar over tid med
produksjonen, men at det i tillegg er et stokastisk ledd. Dette leddet kan skyldes mer
informasjon, bade gode og darlige nyheter, en far om de ressursene etterhvert som
produksjonen gar sin gang. Pa et gitt tidspunkt er de fremtidige ressursene sett fra dette
tidspunktet usikre. En mulig beskrivelse av denne usikkerheten er den falgende
stokastiske prosessen:

(3) dR =-qdt+dz
hvor dz = algltﬁ

Vi antar at ¢, er normal fordelt, ukorrelert over tid, med forventing null og varians lik 1.

Forutsetningen om dz betyr at den stokastiske prosessen som er med a gi utviklingen i
ressursene over tid, er en Wiener prosess.

Vi skal nd se naermere pa hvordan en optimal gkonomisk utnytting av ressursene kan
beskrives?.

La p: veere prisen pa produktet (f.eks. oljepris). For & forenkle fremstillingen antar vi at
prisen er konstant over tid og kjent med sikkerhet, dvs at p, = p for allet .

La C(R.q:) veere enhetskostnaden for produksjon av produktet. Denne kostnaden kan
omfatte bade investeringskostnader og driftskostnader. Vi antar at denne
enhetskostnaden avhenger av ressursene slik at jo lavere ressursmengden er, som den
kan bli over tid gjennom utnyttingen av den, desto hgyere er kostnaden. For gitt
produksjonsrate vil derfor enhetskostnaden stige over tid som fglge av
ressursuttemmingen. Fra et gitt tidspunkt vil de fremtidige enhetskostnadene veere
usikre, gitt at usikkerheten er av typen beskrevet i (3).

For & gjgre det enkelt antar vi at enhetskostnadsfunksjonen er linezer:
(4) C(R.q)=a,-aR +a,:(a.3)>0;a,>0

Denne forenklingen gjer analysen nedenfor enklere, uten at prinsipielle poenger blir
svekket.

Det at a; er positiv gjar at enhetskostnaden gker, desto mindre det er igjen av ressursen.

Vi skal farst se pa tilfellet med a, >0, og deretter spesialtilfellet a, =0. | dette siste
spesialtilfellet er altsa enhetskostnaden uavhengig av produksjonsmengden.

1 For en tidlig analyse av utvinning av ikke-fornybare ressurser under usikkerhet se R.S. Pindyck
(1980): Uncertainty and Exhaustible Resource Markets, Journal of Political Economy, Vol 88, No
6, 1203-1225.
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La r veere renten (etter skatt) som brukes ved ned-diskontering av fremtidige verdier.
Denne renten er det avkastningskrav eieren av ressursen har. Initialt er produsentens
problem & finne et produksjonsniva q: i tiden fremover som er slik at forventet
neddiskontert profitt maksimeres.

Vi kan nd mer formelt beskrive produsentens optimeringsproblem:

(5) max, E,[[p—C(R,q)ge "dt

gitt

(3) dR =-qdt+dz

hvor dz = algltﬁ

(6) C(R,,q,)=a,-aR +a,q,;(a,,8)>0;a,=20,R >0,R, er gitt og kjent
(7) 0<q <7

(8) p-C(R;,0)=p-a,+aR; =0

Optimeringsproblemet er den plan som produsenten legger ved produksjonsstart, men i
denne planen tar han hensyn til at det pa fremtidige tidspunkt kan komme overraskelser
som beskrevet ved den stokastiske komponenten i (3).

| utregningen av optimumsbetingelsen har vi antatt at Ro er gitt og kjent. Senere skal vi
ta hensyn til at den er usikker og med forventning gitt i (1) ovenfor.

| ulikheten (7) er § maksimal produksjon bestemt av kapasitetsforhold. Hvis denne er
tilstrekkelig stor og a, > 0, vil denne kapasitetsskranken aldri veere bindende.

Optimeringsproblemet er et stokastisk- dynamisk optimeringsproblem. Stokastikken
kommer fra betingelsen (3) og er som nevnt av den typen at det det oppstar gode og
darlige ressursnyheter etterhvert som produksjonen pagar. Etterhvert som produksjonen
foregar blir denne usikkerheten kjent, men den fremtidige usikkerheten vil veere der.
Modellen kan utvides til & inkludere investeringer over tid i feltet som gjgr at denne
fremtidige usikkerheten blir mindre.

Dynamikken kommer fra bibetingelsen (3) som sier at ressursmengden avtar som fglge
av at olje produseres. Betingelsen (6) innebaerer at enhetskostnaden gker etterhvert som
produksjonen skrider frem. Merk at pa tidspunkt t er ressursene kjente, men fremtidige
utvinningskostnader er usikre som fglge av (3). Betingelsen (8) sier at produksjonen

opphgrer nar marginalkostnaden ved null produksjon C(R;,0) er lik prisen p.

T er tidspunktet da utvinningen opphgrer. P& grunn av usikkerheten beskrevet i (3) er
dette tidspunktet i prinsippet stokastisk. Tidspunktet T er ogsa endogent i den forstand
at det er bestemt av gkonomiske mekanismer.
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5. Gjenveerende oljeressurser etter avsluttet
utvinning
Vi ser fra (8) at ressursene som er igjen ved produksjonsslutt, R+, er

(9) R =%>O,hvisao> D

Hvis a, < pvil ressursene bli helt tamt. Et slikt utfall virker usannsynlig, og i fortsettelsen

antar vi at (9) er oppfylt. Det betyr at det vil veere gjenveerende ressurser ved
produksjonsslutt.

Vista Analyse 13
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6. Minste gkonomisk mengde

Ressursmengden i (9) kan ogsa tolkes som minste gkonomisk mengde av ressursen,
Rwmgm, dvs

(10) Ry, = aoa_l Poo

Fordi vi utelukker ata, < p, vil R4, alltid veere positiv.

Vi ser at den minste gkonomiske mengden av ressursen, R, , er lavere

- Jo hgyere prisen p er
- Jo mer enhetskostnaden stiger nar ressursen tammes, dvs jo hgyere a,er

Rwvgm er den ressursmengden som gjer at enhetskostnaden er akkurat lik prisen. Blir
prisen hgyere, ma denne ressursmengden minke, slik at kostnaden gar opp.

14 Vista Analyse
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7. Optimumsbetingelsen for optimal utnytting

Foarsteordensbetingelsen til optimeringsproblemet (5) — (8) er en stokastisk versjon av
den sékalte Euler-likningen. Dette viser vi nedenfor.

La

(11) V(R,)=max, E;[[p-C(R, g e "dt

(12) #(R.q,)=[p-C(R.q,)]ae™

V(R, )er den neddiskonterte profitten i (5) sett fra produksjonsstart, dvs t=0, mens
7z(R.,q, ) er profitten pé tidspunkt t sett fra tidspunkt t=0.

Dersom q: kan velges fritt, er optimumslgsningen for produksjonsplanen q: den verdien
som maksimerer*

(B)Mwﬂd&@%ﬂFQSB

Vi far da

T -rr
(14) aﬂ-(Rt’qt)ZEtJ‘aﬂ-(Rt’qt)e dT
d R

T er bestemt ved p—C(R; )= 0.Ulikhetstegnet vil bare gjelde hvis g, =G

t t

Likning, eventuelt ulikheten, (14) er den omtalte Euler- likningen.

Venstresiden i (14) er den marginale verdien av lgpende profitt pa tidspunkt t. Pa t er
ressursene inntil dette tidspunktet kjent, de fremtidige verdiene er usikre. Hgyresiden gir
den forventete neddiskonterte verdien av a holde en enhet tilbake i reservoarene og
dermed redusere fremtidige forventete produksjonskostnader.

Likning (14) sier da at den optimale produksjonsplanen for g: er kjennetegnet ved at pa
hvert fremtidig tidspunkt er den marginale profitten (@kningen i profitt ved a ake
produksjonen med «en enhet») starre eller lik den forventete neddiskonterte verdien av
a holde denne marginale enheten i reservoaret (som da vil gi lavere utvinningskostnader
i fremtiden).

Hgyresiden i (14) er dermed en alternativkostnad. Alternativet til & produsere en ekstra
enhet pa tidspunkt t er & la enheten vaere igjen i reservoaret og dermed bidra til at
fremtidige enhetskostnader blir lavere. Dersom produksjon pa hvert tidspunkt kan
velges fritt og kapasitetsskranken ikke er bindende, vil (14) gjelde med likhet.

1 Se P. Berck og K. Sydseeter: Matematisk formelsamling for gkonomer, Universitetsforlaget
1995, side 141

Vista Analyse 15
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Dersom enhetskostnaden er uavhengig av produksjonen, dvs. a, =0, er profitten en

lineaer funksjon av g, og hvor variasjonsomradet for produksjonen er gitt i (7). Fra (6),
(12) og (14) far vi da:

oR

T

T -rc
(15) Hvis[p—C(R,)]e™" > Etjmdr,er g, =7.ellerslik =0
t

Forenklingen i (5) med a, =0 , gjar at forventingsuttrykket til hayre i (15) kan skrives

T -rr T@ _C R -rr T
(16) EJ%M:EJ [P éRf)]qe dr:althje‘”dr:%(e‘”—e‘”)>O,fort>T
t t T t

og hvor T er bestemtved p—C(R; )=p-a,+aR;, =p—a,+a,R,z, =0
Pa grunn av forutsetningen om at enhetskostnaden er linezer i, Ry, inngar ikke Ry i

integranden i (16). Dermed reduseres problemet til et deterministisk problem. Dersom
enhetskostnaden ikke hadde veert lineeer i Ry, ville dette ikke veert tilfelle.

Optimumsbetingelsen kan derfor i var noe forenklede modell skrives:

(17) Hvis[p-a,+aR ] >ai—q(1—e"”“) )>0,er q=q,ellerslik =0
r
og hvor T er bestemt ved p—C(R; )=p—-a,+aR; = p—-a,+a,R,z =0.

16 Vista Analyse
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8. Utvunnet mengde av ressursen 0g
produksjonsperiodens lengde

Gitt at (17) er oppfylt, vil den totale produserte mengden over perioden (0,T) veere gitt
ved differansen mellom mengden av de initiale ressursene og de ressurser som er
gjenveerende ved produksjonsslutt:

T
(18) RO_RT :RO_RMQM :qut:qT
0

Det betyr at den optimale produksjonsperiodens lengde, T, er
R,—R

(19) T — 0 _MQM

Den optimale lengden pa produksjonsperioden er dermed lengre

- Jo starre de initiale ressursene er

- Jo lavere minste gkonomisk mengde er (som skyldes hgyere produktpris
og/eller hgyere a,)

- Jo lavere den maksimale produksjonen er.

Merk at en hgyere a, gker alternativkostnaden i produksjonen og er forklaringen pa at
levetiden gker med hayere a, .

Initialt gir betingelsen (17) at
(20) Hvis[p-a,+a,R,]> %(1—?” )>0,er q=q,ellerslik =0

Fra (10), (19) og (20) far vi da faglgende krav til stagrrelsen pa de initiale og samlete
ressursene:
_Ro—Rugm ,

(21) Ry>Ryy +(L-e © )

Vi ser fra (19) at R, > R, folger av at

(22) rT>1-¢"
Denne ulikheten er oppfylt for T>0.
Med de forenklinger vi har foretatt, far vi da:

Hvis de initiale og samlete ressursene Rq er stgrre enn minste gkonomiske mengde
Rugw, S& Vil det veere samfunnsgkonomisk optimalt med et produksjonsprogram @, =

inntil t=T , deretter ¢, =0.

Vista Analyse 17
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9. Forventet verdi av oljeressursene, gitt en
optimal utvinningsplan

Den optimale produksjonsplanen beskrevet ovenfor innebeaerer i falge (21) at de initiale
ressursene minst ma veere stgrre enn minste gkonomisk mengde. Vi tar nd hensyn til at
de initiale ressursene er usikre og med en ubetinget forventning gitt i (2). Det vi skal
utlede na er den betingete forventingen av de initiale ressursene, betinget av at de initiale

ressursene Rjer starre enn minste gkonomisk mengde R,z -

Den betingete forventningen er
(23) E[RyIRy > Rygy |-

Den kan regnes ut ved fglgende formel:

(24) E[RyIRy>Rygu [Pr(Ry>Rygy )= [ Ry0(R,)dR,

Ro>Ruem

Venstresiden i (24) er den betingete forventningen vi er ute etter multiplisert med
sannsynligheten for betingingen. Hgyresiden er den ubetingete forventete verdien i

halefordelingen til R, som starter i R,,z, Funksjonen g(.) er tettheten i fordelingen til R,

Utledningene av de forskjellige uttrykkene er gitt i Vedlegg 2. Resultatet er:
logR
(25) P(R, > Rygy ) =1-(—Met o)
Oy Oy

(26) | RG(R,R,- E[Ro]{l—m(%—f—m

R>Rygm 0 0

Her er @ den kumulative fordelingsfunksjonen i standard normalfordelingen.

logR
1_@(M_ﬂ_% ) er halesannsynligheten i denne standard normalfordelingen

Oy Oy
. logR
som starter | 9 mew _ Ho _ Gy
Oy Oy
logRygm

—&)er halesannsynligheten i standard normalfordelingen og
Oy Oy

mens 1-&(

2
%0

Up+——
som starter lenger ute enn den fgrste halesannsynligheten. Ifglge (2) er E [RO] =e 2.

Fra (24)-(26) far vi da:

18 Vista Analyse
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{1_ o(ORuan _Ho )}
Oy Oy
(27) E[RO|R0>RMQJM]:E[RO] loaR
{1_@( IR mgm _/“0)}
Oy Oy

Brgken til hgyre i (27) er stgrre enn 1.

Vi har da at
(28) E[RO | Ry > RMQ,M]> E[RO]

Den betingete forventningen av de samlete ressursene Ro, betinget pa en optimal plan
for en gkonomisk utnytting av ressursen, er med andre ord stgrre enn den ubetingete
betingete forventningen, som vist pa figuren nedenfor. Figuren viser den trunkerte
fordelingen til Ro, gitt at Ro>Rugm.

Fra (25) ser vi at jo hgyere o, er, desto hgyere er den betingete forventningen i forhold

til den ubetingete. Det betyr at jo mer hgyreskjev ressursfordelingen er, desto hgyere blir
den betingete forventingen av de samlete ressursene, betinget pa en optimal gkonomisk
utvinning av ressursene, i forhold til den ubetingete forventningen.

Vista Analyse 19
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10. Forventete verdier av de utvinnbare reservene

Reservene som blir utnyttet er de samlete ressursene, Ry, fratrukket Rugm. Den betingete
forventningen av disse reservene er gitt implisitt ved:

['e]

(29) E[Ry~Rugw |Ro > Rygu [PT(Ry > Rygy )= | (Ry—Ruygn JI(R, )R,

Ro>Ruem

Fordi Rugwm er antatt & veere uavhengig av Ro, ser vi at (29) kan skrives:

0 0

(30) E[RO_RMQ)M|R0>RM0M]Pr(Ro>RMQJM): _[ Rog(Ro)dRo_RMQ)M _[ g(Ro)dRo

Ro>Ruom Ro>Rugm

0

Men j 0(R, )dR, er ikke noe annet enn Pr(R, >R,, ), slik at vi ser at (30) kan
Ro>Rugm

skrives

(31) E[Ro - RMQJM I Ro > RMGM ] Pr( Ro > RMQ)M ): J- Rog( Ro )dRo - RMQ)M Pr( Ro > RMQJM )

Ro>Ruem

Setter vi inn fra (25 og (26) far vi at den ubetingete forventingen av R, —R,,,, er lik
hagyresiden i (32) nedenfor

(32) E[R, Ry 1R, > Ry ]| - S|

Oy Oy

logR logR
=E[Ro]{l—qi(%—%—ao}{l—@(%—?}RW,M
0 0 0 0

Det betyr at den betingete forventningen av R, — R, er

1_@( IogRM@M _&_O.O )

O, O,
(33) E[RO_RMQJM |R0>RM®M]:E[RO] |O(EIR 0 _RMQJM
1-a( MM _ILlO)

Oy Oy

Denne ubetingete forventingen av de utvinnbare reservene er lik den betingete
forventningen av R,—-R,,, . betinget av at R,—-R,g, >0, multiplisert med

sannsynligheten for denne betingingen, dvs sannsynligheten for at R, — Rz, >0.

Denne ubetingete forventingen (hgyresiden i (32)) er:

(34) E[Ro] 1—@(%)_00}_ Ry {1_¢( 10gR oM — £ )}
O, o,
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Vi ser at den ubetingete forventningen av utvinnbare reserver, R, —R,,, . er lik den

ubetingete forventingen av de samlete ressurser multiplisert med en halesannsynlighet
i den standardiserte normalfordelingen fratrukket den minste gkonomiske mengden
multiplisert med en annen og lavere halesannsynlighet i den standardiserte
normalfordelingen.

Vi foreslar at det er denne ubetingete forventningen av reservene i (34) som OD bgar
rapportere inn til RNB.

Vi ser at den informasjon en trenger for & rapportere denne betingete forventningen er:

- Den standardiserte kumulative fordelingsfordelingsfunksjonen, her antatt &
veere standard normal

- Geologiske parametere som kan gi anslag pa y,09 o,

- @konomiske parametere som forventet produktpris ved produksjonsslutt og
dermed den forventete levetiden for produksjonen pa feltet, samt en parameter
som sier hvordan enhetskostnader varierer med ressursmengden.

Det nye her i forhold til hva en na rapporterer, er det tredje strekpunktet. Det nye er altsa
at en trenger anslag pa forventet produktpris og anslag pa hvordan enhetskostnaden
varierer med ressursmengden. Har en disse opplysningene kan en beregne Rugm.
Sammen med geologiske parametere kan en da beregne den ubetingete forventingen
av reservene som planlegges produsert, Ro-Rugwm, betinget av at denne starrelsen er
positiv.

Multipliserer en den ubetingete forventningen i (34) med prisen p, far en et anslag pa
den forventete verdien av reservene som vil bli produsert, se likning (35).

Dersom produktprisen ogsa er stokastisk, sa ser en at en ma ta hensyn til at prisen er

_%—p

korrelert med Rz, = . For & beregne verdien av reservene som blir produsert ma
en da ta hensyn til denne korrelasjonen og regne ut forventingen i (36). Dette er ikke rett
frem regning. Grunnen er at Rugm inngar i de kumulative sannsynlighetene i (29).
Beregningene kan gjgres ved simuleringer.

(35) pE[Ro _RMQ)M |Ro > RMQJM]Pr( Ro > RMQJM )

(36) E{pE[RO_RMQ)M |Ro > RM(ZJM]Pr( Ro > RMQ)M )}
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f(Ro)

Ro

N e e c e e o-e-----------

R) E(R R >R

M@aM MMM)
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11.

Utvidelser av analysen

Mulige utvidelser i forhold til det vi har presentert er:

Usikre fremtidige og varierende priser, som i modellen her vil gjgre at levetiden
av et felt, T, ogsa blir usikker

Enhetskostnadsfunksjon som ikke er linezer i produksjonen, noe som kan gi
indre lgsninger og varierende produksjon over tid

Enhetskostnadsfunksjon som ikke er lineaer i ressursmengdene som farer til at
usikkerheten ikke forsvinner fra alternativkostnaden i utnyttingen av ressursen
Leteaktiviteter i produksjonsperioden og som tar sikte pa a redusere
usikkerheten knyttet til omfanget av ressursene

Andre fordelinger enn den log-normale fordelingen, som f.eks.
Gammafordelinger.
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Vedlegg 1. Forventningen og variansen til Ro

Ro er gitt ved

@) logRy =, + &,
hvor 0 N(0,0,)

dvs

(2) logR, = py+ oy
hvor 71 N(0,1)

(3) R,=ewrw
daer

(4) E(R)=e"E(e™)
(5) E(e“") = T e f (x)dx
hvor f(x)ers t;m dardnormaltettheten, da er

©® E(e @) gy = T R

AV
)‘_[ome
(X_O-o)2 O'g X2
7 2 %7

fordi:—

dvs

(7) E(e%) :eazgof f(x)dx:e%oz

—00

og da

8) E(R,)=€“E(e”)=¢""2

Variansen til Ry er gitt ved

(x-0p)?
(O

o g

7) ~Z0
2'dx=e2

7(X*‘70)2

2 dx

TLe
2x

(9 V(R)=V(e*)=E[(e" ")’ ]-[E(e”™ )]

(10) (e,UoJrGo'i)Z — (eﬂo+6077)(eﬂ0+0'0n) — ezﬂ0+20-0,7

(11) E[(e**o")2]=e?4E(e2°7) = g% o' 7 _ p2u+20t

(12) V(R,)=g2+2% _e/vfo+%°euo+% _ 2t+20% _ n2uy+0F

dvs
(13) V(R,)=e*7(e% 1) =[E(R,))] (e -1)
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Vedlegg 2. Den betingete forventingen

Den betingede forventningen: E[RO IRy > Ruom ]

(14)E[Ro | Ry > Ryg ] Pr(R, > Rygu ) = J. Ro9(R; )R, = _[ e f(n)dn

Ro>Ruvgm n>w
o

hvor f(.)er standard normaltettheten,og vi far da

0 0 © 1 ) 7]2
(15) e f(n)dn =e* e f(17)dn = e —exp(""” _jdn
’7>|OgR.’[’ZWI_'uO 17>|09R£‘2”"‘_'u0 ,7>M.!.AEM_/IO V 2r 2

%0 90 %0

dvs

F 1 7 7 1 1 , oF
(16) e* ——exp| " — |[dnp=¢e" ——exp| —=(n-0,) +—= |d
n>|09 R.r[zm —#y N 27 2 " n>|09 R{ZM ~Ho N 27 2 " ’ 2 !

eller

r 1 1 o7 % 1 1

(17) e’ —exp(——(n—a )2+—°]d77:e 2 —,_exp(——(n—a )Zjdﬂ
77>4|°9 R£{Z§M -p N 27 2 i 2 17>LOg R£ZM —Ho 27 2 i

eller

o0

% 1 1 logR. —
18 e# 2 —eX (—— -0 Zjd =E(R.)|1-@p(—=—M2M_ 70 _
(18) jﬂ p| =5 (=00 )" |dn =E(R,)| 1- o )

Fordi (@(.)er sannsynligheten i en standrard normalfordeling )
(19) Pr(R;> Rygy ){1—@('0%%)}

Oy
sa farvi

1-a( logRvgm — £ _Go}
Oy

[l—@( logRygm — £ )}

Oy

(20) E[R0|RO>RM@M]=E(RO){ >E(R,)
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